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Introduction Introduction
aux méthodes aux méthodes
statistiques. , . . ~ , . ) statistiques.
Cours 3 L'estimation de T(F) par T(F,) n'est pas toujours possible : Cours 3

m X1, ..., X, ~iig F. m La fonctionnelle F ~» T(F) n'est pas < réguliére >,

m Estimation de T(F) = h( [ g(x)dF(x)).
m Estimateur par substitution ou plug-in de T(F) :

Rappel succint Rappel succint

du Cours 2 m La paramétrisation F ~» T(F) ne donne pas lieu a une du Cours 2
forme analytique simple. — autres approches.

Exemple. Hypothese : F admet une densité f par rapport a le
mesure de Lebesgue, continue (= pp a une fonction continue

T(Fn) = h(% ig(XiD f).

T(F) = f(x0), x € R (donné).

On ne peut pas prendre comme estimateur F/,(xo) car F, n'est
pas différentiable (constante par morceaux...)



Limites de |'approche empirique Conclusion

MAP 433 : MAP 433 :

Introduction Introduction
aux méthodes aux méthodes
statistiques. statistiques.

Cours 3 Cours 3

m L'approche empirique, basée sur I?,, permet d'estimer une
distribution inconnue F ou une fonctionnelle T(F) € R a

L’estimation de T(F) par T(IA-',,) n'est pas toujours T partir d’'un n-échantillon, mais Rappel succint
souhaitable : m reste trés générale, pas toujours adaptée.
m Souvent on dispose d'information a priori supplémentaire : m restreinte a la situation d’un n-échantillon.
F appartient a une sous-classe particuliere de distributions, m Formalisation de la notion d’expérience statistique
et il y a des choix plus judicieux que I'estimateur par m incorporation d'information de modélisation
plug-in. supplémentaire.

m construction de méthodes d’estimation — de décision —
systématiques.
m comparaison et optimalité des méthodes.

Expérience statistique Expérience statistique
MAP 433 : L, .. MAP 433 :
Introduction | ApprOChe generale emplrlque : Introduction
. . . aux méthodes , . ,. , . aux méthodes
Consiste a identifier : et m J = F, © est I'ensemble de toutes les lois (s'il s'agit de .
Cours 3 ’ . - . Cours 3
m Des observations I"estimation de, F): e
% x % m U = F, © est 'ensemble de toutes les lois vérifiant une
1,82y -0 &n hypothése trés générale, par exemple, la bornitude d'un
considérées comme des réalisations de variables aléatoires moment (s'il s'agit de I'estimation de T(F)).
Z = (Xi,...,Xp) de loi P, o m Approche paramétrique : on suppose que F appartient a o
xpérience . . . s N xpérience
. . Sl une famille de lois connue indexée par un parametre ¥ de i
m Une famille de lois . . o d
dimension finie : ¥ € © C R°.
{pﬁ’ﬁee}‘ m Exemple : © = R,
m Une problématique : retrouver le parametre 9 tel que Xi=0+8, i=1....n,
7 . . . PR
P4 = Py (estimation) ou bien prendre une décision sur & v.a. i.i.d. de densité connue f sur R et E(X;) = 0.
une propriété relative a ¥ (test). Question : en utilisant cette information supplémentaire,

peut-on construire un estimateur plus performant que
I'estimateur X, basé sur I'approche empirique ?



Expérience statistique

m En écrivant
Xi=09+&, i=1,...,n,

& v.a. i.i.d. de densité connue f, nous précisons la forme
de la loi Py de (Xi,...,X,) :

]Plg [A] == /A (ﬁ f(X,' - 19)) dX]_ ce dX,,,

pour tout A € B(R").

Experience engendrée par (Xi,...,X,)

m Traitement sur un exemple : on observe
Z:(X17-~-7Xn)7 Xi=9+&,

& v.a. i.i.d. de densité connue f.

m La famille de lois { P, € © =R } est définie sur
3=R" par

P5 [A] :/A (H f(xi — 19)) dxy . . . dxpn,

pour A € Z = B(R") (et PZ est I'une des P}).

m Expérience engendrée par I'observation Z :

"= (R",B(R"),{P}, ¥ € ©}).

Expérience statistique

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes

statistiques. J
Cours 3 Définition

Une expérience (un modéle) statistique & est le triplet

E=(3,2, {Py,9€0}),

e avec
m (3, Z) espace mesurable (souvent (R", B(R"))),

m {Py, ¥ € ©} famille de probabilités définies simultanément
sur le méme espace (3, Z),

m 1 est le paramétre inconnu, et © est l'ensemble des
parameétres connu.

Expérience (modele) paramétrique,
non-paramétrique

MAP 433 :

Introduction

aux méthodes

statistiques.

Cours 3
m Si © peut &tre < pris > comme un sous-ensemble de R :
expérience (=modele) paramétrique.
s m Sinon (par exemple si le paramétre ¢ est un élément d'un

espace fonctionnel) : expérience (=modele)
non-paramétrique.

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Expérience
statistique

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Expérience
statistique



Expériences dominées Théoreme de Radon-Nikodym

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.

m On fait une hypothése minimale de < complexité > sur le statisiques. i
ours ours
modele statistique. But : ramener I'étude de la famille Théoreme

Si v < p, il existe une fonction positive

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes

{Py, ¥ € ©}
notation dv
a I'étude d’une famille de fonctions z~p(z) 7= d_,u(z)’
{z€3~ f(¥,z)eRy, ¥ €O} G définie ji—p.p., u— intégrable, telle que R
m Via la notion de domination. Si u, v sont deux mesures V[A] _ /AP(Z)M(C/Z) _ A%(Z)M(dz), Ac z.

o-finies sur 3, alors u domine v (notation v < ) si

M[A] =0= Z/[A] =0.

Expérience dominée Densité, régression

MAP 433 :

Introduction Introduction
aux méthodes

aux méthodes
Lo oo statistiques. statistiques.
Deflnltlon Cours 3 Cours 3
Une expérience statistique £ = (3, Z, { Py, € @}) est
dominée par la mesure o-finie . définie sur 3 si . - o
Deux classes d’expériences statistiques dominées

fondamentales :

MAP 433 :

Vi € ©: Py < p.
o m Le modéle de densité S
dominées N , . dominées
On appelle densités de la famille {Py, 9 € ©} la famille de m Le modele de régression

fonctions (définies u— p.p.)

zwﬁ?(z),zes,ﬁee.



Modele de densité (paramétrique) Modele de densité (paramétrique)

MAP 433 : MAP 433 :
Introdluction Introdluction
T emece m Densité du modele : on part de ol
m On observe un n-échantillon de v.a.r. X1,..., X,. cours3 cours3
m La loi des X; appartient a {Py, ¥ € ©}, famille de F(9,x) = (X) xeR
probabilités sur R, dominée par une mesure (o-finie)
u(dx) sur R. et
m La loi de (X1,...,X,) s'écrit d[p n
i
somnc: (xl,...,x,,) = Hf(z‘},x,-), X1y, Xn ER. son:
[P’g(dxl . an) = ]Pg(Xm) R R Pﬂ(dxn) densité i=1 densité
< pda) @ -+ - @ pldxn) m L'expérience statistique engendrée par (X1,...,X,)
nota:tion Mn(dxl o dX,,) s'écrit :

gn = (]R",B(]R”), (P9 e e}), © c R7.

Exemple 1 : modele de densité gaussienne univariée Exemple 2 : modele de Bernoulli
MAP H MAP :
| | Xl ~ N(m, 0'2), avec Introd:é?zn ] XI ~ Bernou”i(’ﬂ)' avec ’[_9 [ e = [0, 1] Introdrjé?zn
aux méthodes aux méthodes
o 2 o statistiques. statistiques.
=(m,0°) € © =R xR \{0}. Cours 3 Py(dx) = (1 — ) do(dx) + 9 51 (dx) Cours 3

< p(dx) = do(dx) + 1(dx) (mesure de comptage).

1 (x — m)?
() (7 x)ax 2mo? exp( 202 ) X m Puis
< p(dx) = dx. dIP
9 X —x
= Puis : (X) (1—9) 1oy + 0 Ly = 07(1 — 9)! :
dP; ; 0,1 0si 7
(X1 Xn) = | | (9, x;) avec x € {0,1} (et O sinon), et

dpﬁ

= (2m0?) "2 exp (- 212 Z(X: - m)?), (e xn) = Eﬁxi(l —9)t,

avec xi,...,%, € R. avec x; € {0,1} (et 0 sinon).



Exemple 3 : temps de panne < arrétés > Exemple : temps de panne < arrétés >

MAP 433 : MAP 433 :
Introduction Introduction
m On observe Xi,...,X,, ou X; = Y; AT, avec Y; lois a:tzt'if;fit:uf’::s a:txat'i:fit:u":f
exponentielles de parametre ¥} et T temps fixe (censure). Cours 3 m Loi Py(dx) de X = Y AT : Y ~ exponentielle de Cours 3
m Cas 1: T = oo (pas de censure). Alors ¥ € © = R, \{0} parametre ¥ :
et
X =Ylyer+ Tlyery
Py(dx) = ¥ exp(—x)1 >0y dx < p(dx) = dx gt
ol
et n Modele de 2 +o0 3 Modale de
dPy" e Py(dx) = de™*1 d / ve"Ydy)dr(d e
B ree(<05), 069 =0 ey (|0 ) snt0)
i=1

= ﬁe_ﬂxl{0§X<T}dX + e_ﬁT(ST(dX)

avec xj € Ry (et 0 sinon). < p(dx) = dx + d1(dx) (par exemple).

m Cas 2 : Comment s'écrit le modeéle dans la cas ol T < o
(présence de censure) ? Comment choisir 1 ?

Exemple : temps de panne < arrétés > (fin) Méthodes d'estimation
m Alors, pour ce choix de mesure dominante intecntion Introdaction
aux méthodes aux méthodes
dPy L o7 Conns CCoures
TM(X) =ve o<yt € L=y
m Finalement, m Méthode de substitution (ou des moments)
. ., n m Z-estimation
Pﬁ(dxl, - an) <L W (dX1 - dX,,) = ® [dX,' + (5T(dX,')] a M-estimation métth.odets.
i=1 pour le modéle
ot dencis m Le principe du maximum de vraisemblance de densité
dP] 2
¥ —Ux; —9T
dpn (s oxm) = [ (e ™ 1pocnary + ¢ " 1iny)

i=1
— GN(T) g iy il =0T (n=Mal(T))

avec 0 < x; < T et 0 sinon, et N,(T) = > 1L 11y



Méthode des moments : dimension 1 Méthode des moments

MAP 433 : MAP 433 :
ntroduction. m Précision d'estimation via les techniques empiriques : introduetion.
u X].? e 7Xn ~i.id. P'ﬁv avec 19 € e - R statistiques. stlatistiques.
P . . . . R R , | ok Cours 3 o~ d , 2 Cours 3
m Principe : trcl)uvef g : R — R (en général g(x) = x¥) et V0, —9) 5 N(0, W (Eg[g(X)])*Vary[g(X)])
h: R — R régulieres de sorte que
en loi sous Py et la variance asymptotique dépend en
9 = h([E19 [g(X)}) = h(/ g(x)dl—b(x)) = T(Fy) général de 1) — élimination par estimation préliminaire
R licite via le lemme de Slutsky.
et T fonctionnelle réguliere de la distribution inconnnue m Exemple : X1,..., X, ~jiq. exponentielle de paramétre .
Fﬁ- Méthodte des Ona 1 Méth?dte des
m Estimateur : < plug-in > Ey [X] =0

N n I'estimateur par moment associé s'écrit
1 Z
ﬁn:h(; g(XI))
— ~ 1
i=1 Iy = =.
Xn

Exemple en dimension d > 1

Exemple en dimension d > 1

MAP 433 :

MAP 433 :
Introduction Introduction
aux vywévthodes aux rlnélthodes
sta&t(l)s:r:us‘es. R stact(l’s:r:u?’es,
m X1,..., Xy ~iiq. Béta(a, ), de densité m L'estimateur par moment 9, = (1%,1),1%,2)) associé est
Mo+ 5) défini par
@ a-1 B—1
X~ ————X 1—x lrocx<1ts
F(@)r(3) ( ) {0<x<1} % B 1’9\571)
N " O G
m Le parametre est ¥ = (o, ) € © = Ry \{0} x Ry \{0}. U’ + 19;1(1) ~)
n 19” (19” + 1)
m Ona %Zi:l Xi2 = 1 2 1 2)y°
— s @Y + 9P + 1)(0P + 5P e
o 5 o(la+1
Ey [X] T Ik Ey [X ] = (a+B+1)(a+h) m Etude asymptotique via le TCL multidimensionnel et la

méthode « delta > multidimensionnelle.



Limites de la méthode des moments

m Méthode non systématique
m Représentation pas toujours explicite

m Choix de la fonction g, notion d'optimalité parmi une
classe d'estimateurs...

m Généralisation : Z-estimation (ou estimation par méthode
des moments généralisés, GMM= generalized method of
moments).

Z-estimation

m Résoudre I'équation empirique associée :

1 n
- Z¢(a,X;) =0 pour a€ ©.
i=1

On appelle Z-estimateur associé a ¢ tout estimateur @L
satisfaisant

> " (00, Xi) =0

i=1

= Il n'y a pas unicité de 9, (3 ce niveau).

m Programme Etablir des conditions sur ¢ et sur la famille
{Py, ¥ € ©} pour obtenir la convergence et les
performances asymptotiques de .

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Méthode des
moments

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Z-estimation

Z-estimation

m La méthode des moments (en dimension 1) est basée sur
I'inversibilité de la fonction

mg(V) = /R g(x) Py(dx)
i.e. pour tout ¥ € ©
/IR (mg(9) — g(x)) Py(dx) = 0.
m Principe de construction d'un Z-estimateur : remplacer

mg(¥) — g(x) par une fonction ¢(J,x) : © x R - R
arbitraire telle que

NS @,/ (0, x) Py(dx) = 0.
R

Z-estimation : a quoi ca sert ?

m Exemple. © = R, Py(dx) = f(x — 0J)dx, et f symétrique :

f(—x) = f(x), Vx € R,
m |l n'y a pas de bornitude des moments'!

m On pose
¢(a,x) = Arctg(x — a).

m La fonction
a~Ey[¢(a, X)] = / Arctg(x — a)f(x — ¥)dx
R

est strictement décroissante et s'annule seulement en
a="17.
m Z-estimateur associé : solution 9J,, de

Z Arctg(X; — 0,) =0
i=1
(unicité).

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Z-estimation

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Z-estimation



Le cas multidimensionnel

Si © ¢ RY avec d > 1, la fonction ¢ est remplacée par

&= (¢1,...,04) O xR —>RY.

Definition

On appelle Z-estimateur associé a ® tout estimateur 9J,,
satisfaisant

> 6V, Xi) =0, £=1,....d.
i=1

M-estimation

m Principe : Se donner une application ¢ : © x R — R
telle que, pour tout ¥ € © C RY,

2~ Eg [(a, X)] = / (a, x) Py( k)

admet un maximum en a = 9.

Définition
On appelle M-estimateur associé a 1) tout estimateur 1,
satisfaisant

Z (U, X;) = Tea(%(z P(a, Xi).
i=1 i=1

m Il n'y a pas unicité de ¥, (a ce niveau).

Z-estimation — M-estimation

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes m En dimension 1 : si
statistiques. -
Cours 3

[6(9, %) = 0 (9, %)

pour une certaine fonction ¢, résoudre Y 7 ; ¢(9, X;) =0
revient a chercher un point critique de

9~ Y (0, X))

i=1

Z-estimation

m En dimension d > 1, il faut ¢(¢, x) = Vyio(9, x) (moins
facile a obtenir).

m Invite a généraliser la recherche d'estimateurs via la
maximisation d'un critere — M-estimation.

Un exemple classique : parametre de localisation

MAP 433 :
s éthones m © =R, Py(dx) = f(x — )dx, et [ xf(x)dx =0,
Stactcijir:u;s' fR x? Pﬁ(dx) < +00 pour tout Y €R. On pose

770(37)() = _(a - X)2

m La fonction

a~ Ey[¢(a,X)] =— /R(a — X)?f(x — 0)dx

M-estimation

m M-estimateur associé :

n

> (X — )% = min i(x,- —a)2.

i=1

admet un maximum en a = Ey [X] = [ xf(x —9)dx = 0.

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Z-estimation

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

M-estimation



Parametre de localisation

m C'est aussi un Z-estimateur associé a ¢(a, x) = 2(x — a) :
on résout

d (a— X)) =0 dob 7, =X,
i=1

m Dans cet exemple tres simple, tous les points de vue
coincident.

m Si, dans le méme contexte, [ x?Py(dx) = +o0 et
f(x) = f(—x), on peut utiliser Z-estimateur avec
¢(a,x) = Arctg(x — a). Méthode robuste, mais est-elle
optimale ? Peut-on faire mieux si f est connue? A suivre...

Maximum de vraisemblance

m Principe fondamental et incontournable en statistique. Cas
particuliers connus depuis le XVIlleme siecle. Définition
générale : Fisher (1922).

m Fournit une premiére méthode systématique de
construction d'un M-estimateur (souvent un Z-estimateur,
souvent aussi a posteriori un estimateur par substitution
simple).

m Procédure optimale (dans quel sens?) sous des hypotheses
de régularité de la famille {Py,9 € ©} (Cours 6).

m Parfois difficile a mettre en oeuvre en pratique —
méthodes numériques, statistique computationnelle.

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

M-estimation

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Principe de
maximum de
vraisemblance

Lien entre Z- et M- estimateurs

m Pas d'inclusion entre ces deux classes d'estimateurs en
général :
m Si ¢ non-réguliere, M-estimateur # Z-estimateur
m Si une équation d'estimation admet plusieurs solutions
distinctes, Z-estimateur % M-estimateur (cas d'un
extremum local).
m Toutefois, si ¢ est réguliere, les M-estimateurs sont des
Z-estimateurs : si © C R (d = 1), en posant

¢(a7 X) = 8277/;(37 X)?

on a

> 0.0, X)],_5. =D 6(Un, X;) =0},
i=1 i=1

Fonction de vraisemblance

m La famille {Py,9 € ©} est dominée par une mesure o-finie
1. On se donne, pour ¥ € ©

P
F(0, x) = ddj(x), xeR.

Fonction de vraisemblance du n-échantillon associée a la
famille {f(9,-),9 € ©} :

9~ Lo(0, X1, ..., Xn) =[] F(9, %)
i=1

m C'est une fonction aléatoire (définie u-presque partout).

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

M-estimation

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Principe de
maximum de
vraisemblance



Exemples Exemples

N . MAP 433 : MAP 433 :
m Exemple 1 : Modele de Poisson. On observe Introduction . Introduction
- L MEtiiee s m Exemple 2 Modeéle de Cauchy. On observe s mtiiedts
statistiques. statistiques.

X1,...,Xn ~iid. Poisson(?), Cours 3 Cours 3

X1, Xp ~iid. Cauchy,
U € © =Ry \{0} et prenons p(dx) = > Ok(dx).

m La densité de Py par rapport a p est U € © =R et u(dx) = dx (par exemple).

m On a alors

= el x=o01 () = (0 ) 1
X —_ 1 = =
o) = A0 X = =)

m La fonction de vraisemblance associée s'écrit

dx.

m La fonction de vraisemblance associée s'écrit

n 19Xi Principe de Principe de
9~ Lo(9, X1, X0) = [[ e i o
i=1 " O~ Lo, X1, X)) = — [T (1+ (X —0)2) .
1 oS X [

Principe de maximum de vraisemblance Principe de maximum de vraisemblance
MAP 433 : MAP 433 :
Introduction .. v, Introduction
m Cas d'une famille de lois restreinte 3 deux points 2 méthodes m A posteriori, on observe (Xi, ..., X;). L'événement L méthodes

Cours 3 Cours 3
© = {V1,02} CR, { H f(’l91,X,') > H f(’L92, X,)} (Cas 1)
i=1 i=1

avec Py, discrete et pi(dx) la mesure de comptage.

m A priori, pour tout (xi,...,xp), et pour ¥ € {d1,92}, ou bien I'événement
n n
n
i=1 i=1
i=1
- Principe de est réalisé. (On ignore le cas d'égalité.) Principe de
=[[f®.x). maximum de - . . e ce
pale} m Principe de maximum de vraisemblance :

-~

La probabilité d'avoir la réalisation fixée (xi,...,x,). U0 = V11lcas 13 + V21{cas 2}-



Estimateur du maximum de vraisemblance

m On généralise le principe précédent pour une famille de lois
et un ensemble de paramétres quelconques.

m Situation : Xi,..., X, ~iid Py, {Py,0 € ©} dominée,
© CRY, 9~ L,(9, X1, ..., X,) vraisemblance associée.

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance tout
estimateur ¥."V satisfaisant

Lo(0™ X1,..., Xp) = max Ln(d, X, .-, X)-

m Existence, unicité...

Exemple : modele normal

L'expérience statistique est engendrée par un n-échantillon de
loi N'(u,0?), le paramétre est ¥ = (u,0%) € © = R x R, \{0}.

m Vraisemblance

n

1
ﬁn((M,Uz),Xh vy Xn) = W exp (_ﬁ E :(Xi—ﬂ)z)'
i=1

m Log-vraisemblance

fn((ﬂ, 02))X17 .

n 1<
L Xn) = ~3 Iog(2ﬂ02)—ﬁ E (Xi—p)?.
i=1

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Principe de
maximum de
vraisemblance

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Principe de
maximum de
vraisemblance

Remarques

m Log-vraisemblance :

G~ E,,(z9,X1, .. .,Xn) = |Og£n(l9,X1, ce ,Xn)

= log (¥, X;).
i=1

Bien défini si (9,-) > 0 u-pp.
Max. vraisemblance = max. log-vraisemblance.

m L'estimateur du maximum de vraisemblance ne dépend
pas du choix de la mesure dominante .

m Notion de racine de I'équation de vraisemblance : tout
estimateur ¥} vérifiant

Voln(05, X1,..., X,) = 0.

Exemple : modele normal

Equation(s) de vraisemblance

Solution de ces équations (pour n > 2) :

n

—~ 1 _
05" = (X, - > (Xi = Xa)?)
i=1

Arifi AI'V — Amv
et on vérifie que 95V = 9.

1
Ouln (11, 02), X1, .., Xp) = §Z(X,-—u)
i=1
1 n
8{725,,((#,0'2),)(1,...,)(”) = _ﬁ‘FﬁZ(Xi_M)?
i=1

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 3

Principe de
maximum de
vraisemblance
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Principe de
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vraisemblance



Exemple : modele de Poisson Exemple : modele de Laplace

: MLACELE L'expérience statistique est engendrée par un n-échantillon de AP G 2
m Vraisemblance Introduction : . ., Introduction
aux méthodes loi de Laplace de parametre ¥ € © = R. La densité par rapport aux méthodes
1 statistiques. R statistiques.
Ln(9, X1 X,) = e MYity Xi Cours 3 a la mesure de Lebesgue : Cours 3
n b A n Hn X' .
= 1 x — 9|
m Log-vraisembl F(0.x) = 5 ew (= )
g-vraisemblance 20 o)
n ou o > 0 est connu.
Un(0, X1y, Xp) = (X1, ..o, Xp) — nd + E X; log 9. m Vraisemblance
i=1 n
1
. . _ —n
m Equation de vraisemblance Ln(9,X1,...,X5) = (20) "exp ( e E |Xi - 19|)
i=1
n 1 1 n Principe de L b Principe de
|5 v ST [ -vraisemblan e
—-n+ E X,E:O, soit |U," = — E Xi = Xn " og-vraisemblance .
n
i=1 i=1

1 n
Cn(9, X1, ..., Xy) = —nlog(20) — ;Z |1X; — ).

Avifr 9rv _ Qmv P
et on vérifie que ¥V = 9. i=1

Exemple : modele de Laplace Exemple : modéle de Cauchy

- . L . RIAP 68 8 . MAP 433 :
Maximiser L,(¢, X1, ..., Xy) revient a minimiser la fonction Introduction m Vraisemblance Introduction
R Dy |X,- - 19|, dérivable presque pa_rtout de dérivée statitiques. . 1 statistiques.
constante par morceaux. Equation de vraisemblance : Ln(9, X1y, Xn) =7 H T (Y _ 2"

paley 1+ (X;—9)
n .
Zsign(X _ 79) ~0 m Log-vraisemblance
; =0.
i=1 n ,
(¥, X1,...,Xp) = —nlogm — ) log (1+ (X;—0)
Soit X(1) < ... < Xp) la statistique d'ordre. M ; ( ' )
[ 1[7 pair : f@n‘“" n'e]st pas unique; tout point de I'intervalle m Equation de vraisemblance
Xy, Xrn est un EMV.
(j)’ (§+1) Principe de n X: 9 [
-~ -~ maximum de 1 maximum de
E N |m air : 19 nv _ X , |'EMV est Uni ue. Mais 191'V vraisemblance _— = O vraisemblance
p n (n—gl) q n §1+(XI_19)2
n'existe pas.

m pour tout n, la médiane empirique est un EMV. pas de solution explicite et admet en général plusieurs

solutions.



Maximum de vraisemblance = M-estimateur Une inégalité de convexité

MAP 433 : MAP 433 :

Introduction L, ., . Introduction

L, L, . aux méthodes m On a log(1 + x) < x pour x > —1 avec égalité ssi x = 0. aux méthodes

m Une inégalité de convexité : p mesure o-finie sur R; f, g statistiques. statistiques.
Cours 3 ™ DOnC Cours 3

deux densités de probabilités par rapport a p. Alors

g(x) g(x) g(x)
bga) log <1+(a) ))—fu)

(avec égalité ssi f(x) = g(x)).

/ F(x) log F(x)u(dx) > / £ (x) log g (x)pu(dk)
R R

(si les intégrales sont finies) avec égalité ssi f = g u-pp. m Finalement
m Preuve : a montrer (%) g(x )
" [ retoe § 8 nia) < [ 0 (5 1)l
/ f(x) log Flx )u(dX) <0. A, e

= /R g(x)u(dx) — /R FOOu(dx) [

(avec une convention de notation appropriée)

Conséquence pour I'EMV

o m Le M-estimateur associé a ¢ maximise la fonction Al
aux méthodes aux méthodes
O statistitques. n statistitques,
™ n pose Cours 3 Cours 3
a~~ Z log f(a, Xi) = ln(a, X1,...,Xp)
‘w(a,x) =logf(a,x), a€®, xeR i=1
c'est-a-dire la log-vraisemblance. C'est I'estimateur du
(avec une convention pour le cas ol on n'a pas maximum de vraisemblance.
f(a,r) > 0.) m C'est aussi un Z-estimateur si la fonction 9 ~~ log f(4, -)
m La fonction est réguliere, associé a la fonction
a~ By [(a,X)] = [ logf(a,x)f (9, x)u(dx Oy (v, x)
v [w( ’ )} /R g ( ’ ) ( ’ )M( ) Prin_cipeded ¢(19,X) = 819 lOg f(ﬂ,x) = f-(T;)v 19 S e;X S R Prin_cipede1

vraisemblance vraisemblance

a un maximum en a = 9 d’apres I'inégalité de convexité. lorsque © C R, & condition que le maximum de

log-vraisemblance n'est pas atteint sur la frontiére de ©.
(Se généralise en dimension d.)



Choix de modele statistique Un M-estimateur qui n'est pas un Z-estimateur

MAP 433 : MAP 433 :
e . . . ’ miiGs Eiiem ) Introduction
m Le statisticien a le choix de la famille {Py,J € ©}. LEMV ISR m On observe Xi, ..., X, ~iid. uniformes sur [0, 9], aux méthodes
A 1 statistiques. statistiques.
dépend de ce choix. s ¥ €0 =R, \{0}. Cours 3
m Exemple : on a I'échantillon (n = 10) : = On 2

_ q9—1
0.92, —0.20, —1.80,0.02,0.49, 1.41, —1.59, —1.29, 0.34, 100. Py (dx) =97 1p0,s)(x)dx

tirage c;er./\/'(O,l) et
n
m On prend Py(dx) = f(x — 19)d>i pourieux f différents : La(9,X1,. .., Xn) = ﬁ—nH 110.07(X)
m f densité de la loi normale = ¥ = X, = 9.83. i=1
m f densité de loi de Laplace = tout point de l'intervalle = 19_n1{max1§,-§,,X,-§19}
[0.02,0.34] est un 9", en particulier, la médiane : g de _ ) L e
vresemblance m La fonction de vraisemblance n'est pas réguliere. vaisemblence
I = M, =(0.02+0.34)/2 = 0.18. m L'estimateur du maximum de vraisemblance est

. . 19an = maxlS;Sn X,'.
m Autre choix de modele...



